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Ressources renouvelables et non renouvelables, impatience
et progres technique exogene

Jean-Pierre Amigues*, Ngo Van Longf, Michel Moreaux*

Résumé / Abstract

Il existe une littérature assez abondante sur 1'ordre dans lequel une société devrait utiliser ses
ressources au cours du temps. Ce que nous voudrions explorer ici c'est l'incidence d'un
progres technique spécifique, permettant d'économiser les quantités de ressources requises par
unité de produit, sur I'ordre dans lequel les dites ressources doivent étre consommées le long
d'un sentier optimal d'évolution de I'économie.

Une certaine tradition issue de la théorie de la croissance tend a concevoir le progres
technique comme une amélioration globale de la productivité de tous les facteurs. Le modéle
développé ici part au contraire de I'idée qu'il existe un progres technique spécifique qui vise a
améliorer la productivité de tel ou tel facteur.

Sous un ensemble d'hypothéses plausibles, on montre que, pour certaines valeurs des
parametres du modele, la société peut avoir intérét a consommer d'abord une partie de son
stock de ressource non renouvelable pendant un certain temps, puis arréter d'utiliser cette
ressource pour n'utiliser que la ressource renouvelable et enfin utiliser a nouveau la ressource
non renouvelable.

Mots clés : progres technique spécifique, ordre d’exploitation, ressources
naturelles.

There is a large literature on the optimal order of exploitation of natural resources. We
explore the impact of specific technical progress that enables the saving of resource inputs in
production on the order of exploitation.

Models of growth tend to assume uniform and global technical progess. Our model however
specifies that technical progress is specific to certain inputs.

Under a set of plausible assumptions, we show that, for certain sets of parameter values, it
may be optimal to use exclusively at first a non renewable resource, then stop using this
resource and switch into a renewable resource, and finally return to the use of the non
renewable resource.

Keywords: technical progress, order of exploitation, natural resources.
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1 Introduction

De nombreuses ressources naturelles non renouvelables ont des substituts
renouvelables. L’exemple le plus important des possibilités de substitution
entre ressources non renouvelables et renouvelables est peut-étre celui des dif-
férentes formes d’énergies primaires. Aux énergies fossiles non renouvelables
comme le charbon, la tourbe, le pétrole et le gaz peuvent étre substituées
des énergies renouvelables comme 1’énergie solaire et ses dérivées, 1’énergie
hydraulique ou I’énergie éolienne!. Ces ressources sont le plus souvent des
substituts imparfaits les unes des autres car chacune requiert des quantités
spécifiques d’autres facteurs pour produire la méme quantité de bien final.

Il existe une littérature assez abondante sur I’ordre dans lequel une société
devrait utiliser ses ressources au cours du temps®. Ce que nous voudrions
explorer ici c’est I'incidence d’un progrés technique spécifique, permettant
d’économiser les quantités de ressources requises par unité de produit, sur
I'ordre dans lequel les dites ressources doivent étre consommeées le long d’un
sentier optimal d’évolution de I’économie.

Une certaine tradition issue de la théorie de la croissance tend & concevoir
le progrés technique comme une amélioration globale de la productivité de
tous les facteurs. Le modeéle développé ici part au contraire de l'idée qu’il
existe un progres technique spécifique qui vise & améliorer la productivité
de tel ou tel facteur. Par exemple les historiens décrivent souvent le systéme
industriel mis en place aux Etats-Unis au dix-neuviéme siécle comme un sys-
téme dans lequel la productivité du travail était significativement plus élevée
que celle du systéme industriel anglais®. Aucun n’a jamais insisté cependant
sur la supériorité du systéme américain dans 1’économie des matériaux et
des matiéres premiéres*. La fabrication d'un fusil, par exemple, demandait

!Pour un panorama des formes d’énergies primaires disponibles on pourra consulter par
exemple Howes et Fainberg (1991) et pour les seules énergies renouvelables Boyle (1996)
ou Johansson et alii (1993).

20n trouvera dans Amigues et Moreaux (2002) une mise au point récente pour ce
qui concerne les modeles d’équilibre partiel. Pour les substitutions entre ressource non
renouvelable et renouvelable article fondateur est celui de Dasgupta et Heal (1974). La
plupart des modeles ont pour objet d’expliquer le passage de ’exploitation d’une ressource
non renouvelable, qui s’épuise, & celui d’une ressource renouvelable. Une exception notable
est le modele récent de Tahvonen et Salo (2001) qui montrent, par simulations, qu’on peut
avoir un ordre différent, la société commencant par exploiter une ressource renouvelable,
puis une ressource non renouvelable puis enfin & nouveau la ressource renouvelable.

3Voir par exemple Habakkuk (1962), Hoke (1990), Hounshell (1984), Mayr et Post
(1981), Rosenberg (1972), Strassmann (1959).

4Tout au moins dans la phase initiale de différenciation des deux systémes industriels.
Il semble acquis en effet qu’a la fin du dix neuviéme siécle, ou au début du vingtiéme, 1'un
des facteurs de réussite du systéme américain ait été la qualité de certains des matériaux



moins de travail et surtout moins de travail qualifié. Mais les fusils anglais et
américains pesaient a peu prés le méme poids et demandaient autant d’acier
I'un que l'autre.

La distinction entre les deux types de progres techniques, global et spéci-
fique, est d’autant plus nette que les facteurs de production sont peu substi-
tuables. Considérons d’abord le cas extréme d’une fonction de production de
type Leontiev pour laquelle aucune substitution de facteurs n’est possible :

y =amin{o;z;, i=1,..n} ,a> 0eta; >0,i=1,...,n

Un progres technique global ou indifférencié est celui qui permet d’accroitre
le coefficient a. Il est équivalent & une amélioration dans la méme proportion
de tous les coefficients «;,7 = 1,..,n. Un progres technique dédié ou spéci-
fique au seul facteur ¢ est celui qui permet d’accroitre le seul coefficient «;.
Considérons maintenant ’autre cas extréme, celui d’une fonction de produc-
tion de type Cobb-Douglas. Pour ce type de fonction, la distinction n’a pas
beaucoup de sens. En effet, soit une fonction de la forme :

y = all’ (csz)? , a>0 a;>0et 3, >0,i=1 .. net X" 3 =1
On peut toujours réécrire cette fonction sous la forme équivalente suivante :
y = Al 27 | A=alll o),

de sorte qu’il est pratiquement impossible de distinguer un progres technique
spécifique d’un progres technique global.

Pour aller a I’essentiel on posera que les fonctions de production sont du
type Leontiev et que la société dispose de deux ressources, une ressource re-
nouvelable et une ressource non renouvelable. Combinée & du travail, chaque
ressource permet de produire le bien de consommation finale. Les coefficients
techniques de chaque ressource s’améliorent au cours du temps sous 1'effet
d’un progres technique considéré ici comme exogéne dans cette premiére ap-
proche.

Par souci de simplicité on suppose que l'utilité instantanée est propor-
tionnelle & la consommation et les utilités instantanées sont actualisées a
un taux d’actualisation social constant. L’hypothése de proportionnalité de

qu’elle avait réussi & produire & grande échelle. En particulier pour les industries méca-
niques, la qualité des aciers américains a été 'un des facteurs clé de leurs grandes réussites
industrielles. A notre connaissance il n’existe pas d’étude systématique de la question, &
vrai dire assez vaste. C’est cependant I'une des conclusions fortes que l'on est conduit &
tirer de la lecture de nombreuses monographies d’industries ou de saga industrielles. La
lecture des mémoires d’Henri Ford, est & ce sujet trés instructive (cf Ford (1924), chap.V :
La production).



I'utilité & la consommation peut sembler forte. Elle permet surtout de mettre
trés vite en évidence un certain nombre de phénomeénes qui subsistent sous
des hypotheses plus générales en particulier sous des hypothéses d’élasticité
constante de I'utilité marginale. Les discontinuités des sentiers optimaux de
consommation et d’utilisation des ressources qu’implique I'hypothése de li-
néarité sont alors gommeés, mais la structure générale des sentiers, c’est a dire
les types de phase et leur enchainement, reste la méme.

Sous cet ensemble d’hypothéses on montre que, pour certaines valeurs
des paramétres du modele, la société peut avoir intérét & consommer d’abord
une partie de son stock de ressource non renouvelable pendant un certain
temps, puis arréter d’utiliser cette ressource pour n’utiliser que la ressource
renouvelable et enfin utiliser & nouveau la ressource non renouvelable’,5.

L’étude est organisée comme suit. Le modéle est exposé a la section2.
On examine & la section 3 ce que seraient les politiques optimales en 'ab-
sence d'un substitut renouvelable. Le cas ou le substitut renouvelable est la
ressource la moins cotiteuse en travail est traité a la section 4. Le cas plus in-
téressant et plus complexe ot c’est au contraire la ressource non renouvelable
qui est la moins cotiteuse fait I’objet de la section 5. On conclut briévement
a la section 6.

2 Le modéle

On considére une économie dont la population est stationnaire et 1’offre de
travail est inélastique. Sans perte de généralité on peut poser que la quantité
maximale de travail disponible & chaque instant est égale a 1.

La production du bien de consommation requiert du travail et des res-
sources naturelles. L’économie dispose de deux types de ressources natu-
relles : une ressource renouvelable inépuisable dont le flux de renouvellement
est constant, et une ressource non renouvelable donc épuisable. Les facteurs
de production, travail et ressource, sont strictement complémentaires. Les
coefficients techniques des fonctions de production ne sont cependant pas les
mémes selon que 'une ou 'autre ressource est utilisée. Les deux types de
ressources ne sont pas des substituts parfaits.

5On retrouve aussi pour d’autres ensembles de valeurs des paramétres des séquences
semblables a celles mises en évidence par Thavonen et Salo (2001), i.e. ressource renouve-
lable - ressource non renouvelable - ressource renouvelable.

61’exploitation d’une ressource non renouvelable au cours de deux périodes séparées
dans le temps est un phénomeéne assez classique dés lors qu’il y a des cotits fixes d’ouverture
des sites miniers (cf Gaudet et alii (2001)). Ici le phénomene ne tient pas a la présence de
ce type de cofits.



Indigons les variables et les coefficients techniques par e ou r selon qu’il
s’agit du secteur qui utilise la ressource épuisable ou du secteur qui utilise la
ressource renouvelable et soit ¢; la production totale de bien de consommation
a l'instant ¢, somme des quantités produites dans chacun des secteurs : ¢; =
Cet + Crt-

Si (Let, s¢) est le vecteur des quantités de facteurs, travail et ressource, mo-
bilisées & 'instant ¢ dans le secteur qui produit a partir de la ressource épui-
sable et (£,4,7;) le vecteur des quantités de facteurs mobilisées dans I'autre
secteur, alors :

Cet = min{Aegety Betst} et ¢ = min{Argrta Brtrt} , t > 07

ou A,z € {e,r} est le coefficient technique de productivité du travail, et B,
le coefficient technique de productivité de la ressource. Les coefficients tech-
niques de productivité du travail sont supposés invariants au cours du temps,
alors que les coefficients techniques des ressources sont supposés croitre a taux
constants sous 'effet d’un progrés technique exogeéne :

Bt = by By , x €{e,r} = By = By, et >0

ou b, > 0 est le taux de croissance instantané du coefficient technique de
productivité de la ressource x. B,; peut-étre vu comme un stock de connais-
sances scientifiques et techniques qui permettent d’améliorer 'utilisation de
la ressource concernée. Ce stock de connaissances est ici supposé croitre de
facon exogéne.

Le travail peut étre affecté indifféremment & I'un ou autre secteur de pro-
duction. La main d’oeuvre est parfaitement mobile : son transfert d’un secteur
a lautre s’effectue sans aucun délai et sans aucun cotit. Les contraintes qui
régissent I'allocation du travail disponible prennent donc la forme suivante :

1_€et_€rt207 getzoetgrtzo-

La société dispose initialement d’un stock Sy de ressource non renouve-
lable. Puisque la ressource est non renouvelable, on doit avoir, en notant .S;
le stock de ressource non encore employé & 'instant ¢ :

S’t:—St,GtStZO,tEO.

On suppose pour simplifier que les cotits d’extraction et de traitement avant
mise a la disposition du secteur de production du bien de consommation, est
nul. On peut aussi considérer que le coefficient 1/A, représente la quantité
de travail nécessaire pour extraire la ressource, la traiter et la transformer en



bien de consommation. Les coefficients (A., Be;) s’interprétent alors comme
les coefficients techniques d’un secteur intégré.

La société dispose aussi d'un flux constant 7 de ressource renouvelable
potentiellement exploitable. Ce flux n’est pas stockable de sorte que la quan-
tité qui n’en est pas immédiatement utilisée est irrémédiablement perdue. On
a donc :

r—ry,>0etr, >0, t>0.

L’utilité instantanée de la consommation est proportionnelle & la quantité
consommeée au méme instant. Sans perte de généralité on peut poser que le
coefficient de proportionnalité est égal a 1 :

u(er) =ct=ce+ ¢, >0

Soit p le taux d’escompte social instantané que 'on suppose constant.
L’objectif du planificateur social est de maximiser la somme des utilités ins-
tantanées actualisées qu’implique le sentier de consommation choisi parmi
I’ensemble des sentiers techniquement possibles étant donné S et 7.

On peut simplifier la formulation du probléme du planificateur en ne
considérant que les sentiers efficaces d’utilisation des facteurs, i.e. les sentiers

tels que :
Cet = Aeget = Betst = S = AeBeitlget

—1
Crt = Argrt - Brtst = S = ArBrt grt

Ce faisant, on raméne a deux le nombre des variables de commande. On
retiendra les niveaux d’emploi 4, et £,," de sorte que le probléme du planifi-
cateur réputé bienveillant se formule comme suit :

P max /0 At + At et (2.1)
Sy = —A.B;*. , Sy donné | S; >0 L t>0 (2.2)
B, = b.Bet , Beo donné . t>0 (2.3)
F—AB >0 , >0 (2.4)
B,, = b,By , B, donné L t>0 (2.5)
1=l =L,y >0, by >0et 0,y >0 L 1>0 (2.6)

"On ne peut pas éliminer a priori I'une ou I'autre variable £.; ou /,; car, comme on le
montre plus loin, la contrainte 1 — £.; — £+ > 0 n’est pas toujours saturée le long de tout
sentier optimal



Soit. H; le hamiltonien du probléme :
Ht = [Aeget + Argrt]eipt - )\tAeBeitlgeta
et L, le lagrangien :®

Lt = Ht + vy [F — ATB;tlgrt] + wt[l — Eet — &«t] + f}/etget + ’}/Ttemg

Les conditions nécessaires sont :

OLi /0l =0 & Ace ™™ — NABL' —wi+ 74 =0 (2.7)
OL; )0l =0 & A —v,AB —wi+7,, =0 (2.8)
v >0, 7F—AB Wy >0et v[r — AB ] =0 (2.9)
Y20, 1=leg — Ly >0 et v [l =Ly — €] =0 (2.10)
Vet =0, by > 0et vy ley =0 (2.11)

wpe >0, Ly >0et wilyy =0 (2.12)

N = —0L;/0S; = 0=\ = \ = cte (2.13)

La condition de transversalité a donc pour expression :

lim AS, = 0 (2.14)

tT+oo

3 Les politiques optimales en ’absence de sub-
stitut renouvelable

En ’absence d’un substitut renouvelable il existe deux types de politiques
optimales selon les configurations de valeurs des parameétres structurels du
modele p et b, et de valeurs initiales des variables d’état B, et S,,.

Si p > b, 'impatience est forte au regard des possibilités de consomma-
tion future et la politique optimale consiste & consommer le plus possible, le
plus tot possible. Si au contraire p < b, et si le montant initial des ressources
ne permet pas de suivre des 'instant initial le sentier de consommation maxi-
male ¢, = A.,t > 0, le taux de croissance de la productivité de la ressource
est suffisamment fort au regard de 'impatience pour que la société soit préte

8 Comme souvent dans la formulation de ce genre de probléme, on néglige la contrainte
S; > 0 qui sera vérifiée le long de tous les sentiers présentés comme optimaux lorsqu’on la
néglige. Ces sentiers sont alors évidemment optimaux lorsque cette contrainte est explici-
tement prise en compte.



a s’abstenir de consommer dans un premier temps et attendre que la pro-
ductivité de la ressource ait atteint le niveau qui lui permettra de suivre
indéfiniment le niveau de consommation maximal®.

On détermine d’abord le montant de ressource requis & une certaine date
pour qu’a partir de cette date la société puisse suivre un sentier de consom-
mation constante. On établit ensuite la condition fondamentale d’arbitrage
qui doit étre satisfaite le long de tout sentier optimal. On en déduit que les
politiques optimales sont bien celles que ’on vient d’indiquer. On renvoie en
appendice (cf Appendice 1) I’étude formelle du probléme.

3.1 Stock de ressource et soutenabilité

Pour qu'un sentier de consommation constante ¢; = ¢,t > 6, ¢ € (0, A.]
soit réalisable & partir de 'instant 6, il faut, en tout ¢ > 0, sacrifier une
quantité de ressource s,(c) égale & :

s,(c) = By'e"'c.

Pour tout ¢ > 0, soit Sy,(c) la quantité de ressource transformée en bien
de consommation sur l'intervalle de temps [0,1) :

t
S0(0) = [ s (Qir = b B ML — O
0

Afin d’étre en mesure de suivre indéfiniment le chemin ¢; = ¢, ¢t > 0, il
faut que la société dispose a 'instant § d’'un volume de ressource au moins
égal a S, (c) défini comme :

ﬁ@oo(g) - limtT-FOOﬁOt( ) - b lBe[)le_be

Si donc Sp > Sy (A.) = b7LAB e Y la société est & méme de se
garantir a chaque instant ¢ > 6 le niveau de consommation maximum ¢, =
A,,t > 0. En particulier si Sy > b1 A, Byt = Sy, la société peut se garantir
le niveau de consommation maximum deés l'instant £ = 0 de sorte que la
politique optimale est trivialement la politique {¢f, = 1,¢ > 0}. Il ne reste
donc & examiner que les cas ot Sy est inférieur au niveau critique b, A, Boy'
que ’on notera Sg".

90n néglige les cas b, = p de mesure nulle dans ’ensemble des valeurs des paramétres
& priori possibles



3.2 Arbitrage déterminant les politiques optimales

Puisque I'utilité marginale instantanée de la consommation est constante,
pour que la société soit indifférente entre réduire (augmenter) sa consom-
mation d’un montant dc; = dee; & Uinstant ¢ et 'augmenter(réduire) d'un
montant dc,yp, = dceys, & instant ¢ + h,h > 0, il faut et il suffit que les
valeurs actualisées de dc; et dc,ip, soient égales i.e. que de; = e "Pdeiyp, si
de; < e Pde, iy, la société préfere substituer dey,p, en t+h & de, en t, inverse
étant vrai si I'inégalité est renversée.

En renoncant a consommer dc; en t, la société économise une quantité
ds = B_;*dc, de ressource non renouvelable. Si cette quantité est gardée en
réserve jusqu’a l'instant ¢ + h et si & cette date la contrainte 1 — /., > 0 n’est
pas saturée, elle pourra accroitre sa consommation en t + h d’une quantité
dcyip égale a :

-1 beh
dCt+h = Be7t+hd8 = Be,t+hBet dCt =e* dCt.

La société voudra reporter sa consommation dans le futur, ne pas changer
de politique ou enfin avancer sa consommation selon que respectivement :

beh

el > = < e

et donc localement, elle voudrait & 'instant ¢ reporter sa consommation a
demain, ne la changer ou consommer plus, plus tot, selon que respectivement :

be >, =, < p.

Le plein exercice de ces arbitrages peut étre contrarié soit parce que la
société, voulant réduire sa consommation a une certaine date pour la reporter
a une autre, ne le peut pas car sa consommation est déja nulle, soit qu’au
contraire voulant 'augmenter elle ne le peut pas car la totalité du travail est
déja employée.

3.3 Détermination des politiques optimales

Sip > b etsi Sy < S, la société veut consommer le plus possible, le
plus vite possible. La politique optimale consiste alors a suivre le sentier de
consommation maximale jusqu’a épuisement du stock de ressource initiale-
ment disponible Sy, c’est & dire jusqu’a la date ¢ solution de I’équation :

Soi(Ae) = So-



Sip < beetsiSy < S, la société est toujours préte a sacrifier une
consommation présente au profit de la consommation future permise par
I’économie de ressource qu’implique ce sacrifice et par I’accroissement & venir
de la productivité de la ressource. On en conclut que la politique optimale
consiste a renoncer a consommer jusqu’a la date t & laquelle la productivité
de la ressource sera suffisamment élevée pour que la société puisse commencer
a suivre le sentier de consommation maximale ¢; = A.,t > t. Cette date t
est la solution de I’équation :

4 Les politiques optimales en présence d’un
substitut renouvelable moins coliteux en tra-
vail

Puisque la productivité du travail est la plus forte dans le secteur qui
produit a partir de la ressource renouvelable et puisque 1'utilisation de cette
ressource n’obére pas l'avenir, le meilleur usage du travail consiste a chaque
instant a l'affecter prioritairement & ce secteur. Alors de deux choses 'une :

— ou bien la ressource renouvelable est initialement abondante, i.e. A, <

B,o7, de sorte que la totalité du travail peut étre affectée au secteur
produisant a partir de cette ressource et c’est évidemment la politique
optimale : /,; =1et ¢, =cy = At >0

— ou bien la ressource renouvelable est initialement rare, i.e. A, > B,oF

et il faut déterminer I'usage optimal de la ressource non renouvelable,
ce & quoi est consacré le reste de cette section.

Lorsque la ressource est initialement rare, elle le reste jusqu’a la date 7. a
laquelle A, = B,.T, i.e. jusqu’a la date solution de I’équation A, = B,e’ 7,
d’ou :

T, = b YlogA, — logB,g — log7).

Sur I'intervalle [0, ;) 'exploitation maximale de la ressource renouvelable
mobilise une partie /,; du travail disponible égale & :

Uy = A Boe™'F | t €[0,T;).
Définissons /,; comme la partie complémentaire de l'offre de travail :

lep =1 =10y =1—A'Be™'F | t €[0,T,).



Si le montant initial du stock de ressource non-renouvelable est suffisam-
ment élevé, 'emploi dans le secteur qui utilise cette ressource devra étre égal
a son plafond /,;. Pour déterminer le niveau critique des réserves initiales qui
permet d’appliquer cette politique procédons comme suit.

Un niveau d’emploi /,; implique qu’on préléve la quantité de ressource 3,
égale a :

5= A.B Yo = A.Bt e ! — AT B gebr bt
Définissons Sp; comme la quantité minimale de ressource nécessaire pour
suivre cette politique sur U'intervalle de temps [0,t),t < T, :

t
S&t:/ §Td7'.
0

Le montant critique des réserves initiales dont il faut disposer pour suivre
la politique £,; = £; sur la totalité de l'intervalle [0, T;.) est donc égal & Syr. .
Supposons & partir de maintenant que Sy < Spr...

Si Sy < gg;p,, le probléme est alors celui de savoir quand, sur 'intervalle
0,T,), il faut exploiter le stock Sy. Or Parbitrage auquel doit procéder le
planificateur concernant I'utilisation de la ressource non renouvelable, se pose
exactement dans les mémes termes que ’arbitrage de la section précédente et
conduit au méme type de solution (cf Appendice A.2 pour une présentation
formelle de 'argument).

Lorsque p > b, 'impatience est relativement forte au regard des possi-
bilités d’évolution de la productivité de la ressource non renouvelable et la
politique optimale consiste a épuiser cette ressource le plus vite possible, i.e.
ler = Loy sur un intervalle de temps [0,1), ot £ est la solution de I’équation :

S()t - So.

Si au contraire p < b, I'impatience n’est pas trop forte et la politique optimale
consiste a retarder 1'utilisation de la ressource non renouvelable, i.e. fo; = £y
sur un intervalle de temps [£, 7)) ou ¢ est la solution de 1’équation :

gtTT» - S().

5 Les politiques optimales en présence d’un
substitut renouvelable plus cotiteux en tra-
vail

Puisque la productivité du travail est la plus élevée dans le secteur qui
utilise la ressource épuisable, la consommation instantanée est maximisée
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lorsque la totalité du travail est dirigée vers ce secteur. On sait (cf sous-
section 3.1) que la société pourra mener en permanence cette politique si
elle dispose de stocks initiaux suffisamment importants, Sy > Si°, et c’est
évidemment la politique optimale dans ce cas.

Supposons maintenant que le stock Sy est inférieur a S{*. On montre
d’abord que si la ressource renouvelable est initialement abondante alors la
politique optimale d’utilisation de la ressource non renouvelable est la méme
qu’en ’absence de substitut. Lorsqu’au contraire la ressource renouvelable est
rare initialement la politique optimale est différente et plus complexe. Ceci
tient au fait qu’ici deux conditions d’arbitrage doivent étre simultanément
vérifiées.

5.1 La ressource renouvelable est initialement abon-
dante

Montrons d’abord que la condition d’arbitrage qui régit 1'usage optimal
de la ressource non renouvelable est la méme qu’en ’absence du substitut.

Considérons un instant ¢t auquel s; > 0,7 — 7, > 0 et ley + £,y = 1, un
instant ¢t + h, h > 0, auquel riyp, > 0 et leypn + € ip = 1, et la substitution
de production suivante entre ces deux instants. A l'instant ¢ I'utilisation de
la ressource non renouvelable est réduite d'un montant ds et la quantité
de travail libérée est affectée a l'exploitation de la ressource renouvelable.
La quantité de ressource non renouvelable ds est gardée en réserve jusqu’a
I'instant t+h auquel elle est utilisée, le travail additionnel requis étant obtenu
par réduction de ’emploi dans le secteur exploitant la ressource renouvelable.

La perte d’utilité actualisée induite par la réduction de la consommation
a la date et s’éleve a :

e Pde; = e "1 — A, A 1 Byds.

L’accroissement d’utilité actualisée permis par ’augmentation de la consom-
mation a la date ¢ + h est égal a :

e Pt de, = e[ — A, ATY B,ebhds.

Puisque A, > A,,1 — A, AZ' > 0 et comme dans le cas o il n’existe pas de
substitut renouvelable, la société voudra reporter 1'utilisation de la ressource
non renouvelable, ne rien changer ou au contraire avancer (si sy, > 0),
selon que respectivement b, >, =, < p.

Si p > b, la société est impatiente et veut consommer le plus possible,
le plus vite possible. Elle doit donc commencer par épuiser la ressource non
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renouvelable et ensuite exploiter la ressource renouvelable, de sorte que :

e = { P E),j_—)oo)
T 9 J
ol t est déterminé comme a la sous-section 3.3 supra.

Si p < b, la société doit commencer par exploiter la seule ressource re-
nouvelable jusqu’a l'instant ¢, déterminé comme & la sous-section 3.3, instant
auquel la productivité de la ressource non renouvelable est suffisamment éle-
vée pour suivre le sentier soutenable de consommation maximale :

[ A, site|0,1)
G = A, sit €[t +0),

5.2 La ressource renouvelable est rare initialement

Il existe maintenant un intervalle de temps [0,7}) (cf section 4 supra)
pendant lequel la société, le voudrait elle, ne peut pas employer la totalité
du travail disponible dans le secteur qui exploite la ressource renouvelable.
Il en résulte que les sentiers de consommation optimaux définis & la sous
section précédente ne peuvent pas étre suivis si p > b, et ¢ < T, ou si
p < b, ett < T, Cela se traduit par 'apparition de nouvelles conditions
d’arbitrage qui viennent s’ajouter aux conditions identifiées a la sous-section
5.1 ci-dessus.

Distinguons selon que p est supérieur ou inférieur a b..

5.2.1 Le taux d’escompte social est relativement élevé : p > b,

A. Condition d’arbitrage sur l’intervalle [0, 7))
Puisque l'intuition est ici que la société est impatiente de consommer,
considérons une politique qui spécifierait que :

1. [i.)]

2. a linstant ¢t < T} la société exploite la ressource non renouvelable
qui permet de produire le plus de bien de consommation par unité
de travail, et utilise éventuellement la ressource renouvelable sans en
saturer la contrainte de disponibilité, i.e. £,; < A 1B, ;

3. alinstant t + h < T, h > 0, la société n’exploite que la ressource re-
nouvelable, la contrainte d’utilisation de la dite ressource étant saturée,
i.e. £T7t+h = A;lBTtF.

Cette politique serait la politique a suivre si le stock Sy étant peu élevé,
la société décidait de I’épuiser d’abord avant d’exploiter la ressource renou-
velable, de sorte que 'on aurait ¢ < 7.
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La contrainte d’utilisation de la ressource renouvelable n’étant pas saturée
a l'instant ¢, la baisse de consommation qu’impliquerait une légere réduction
ds de I'usage de la ressource non renouvelable est partiellement compensable
par un usage accru de la ressource renouvelable, d’ou une perte d’utilité
actualisée égale a :

e e, = [1 — A, A Y| Boe Ptds.

A Tlinstant t 4+ h la contrainte d’utilisation de la ressource renouvelable est
saturée, mais puisque /., < 1, la société peut accroitre la consommation
en exploitant la ressource non renouvelable épargnée sans avoir a réduire
I’exploitation de la ressource renouvelable, d’ott un gain d’utilité actualisée
égal a :
e P de, = e PN B ebet s,
Le bilan de l'opération s’établit donc comme suit en termes d’utilité actua-
lisée :
[e’(p’be)h — (1= A AZY)] Bee "ds.

Ce bilan est positif si h > h ot h est la valeur de h qui annule le terme entre
crochets de ’expression ci-dessus :

h = —(p— be)*l log(1 — ATAEI)

Cette nouvelle condition d’arbitrage conduit & distinguer selon que h est
supérieur ou inférieur a 7,.

B. Le délai h est supérieur au délai 7,

La prise en compte des deux conditions d’arbitrage, celle qu’on vient
d’établir et celle déja établie & la sous-section 5.1, améne & définir deux
niveaux critiques des réserves initiales, notés S§ et SZ, Si < Sg, en dega et
au-dela desquels les politiques optimales changent de forme.

Le stock S} est le stock dont la société devrait disposer si, sur 'intervalle
[0,7,.), elle n’employait pour exploiter la ressource non renouvelable que le
travail en excédent aprés exploitation de la totalité du flux de la ressource
renouvelable et si, au-dela de 7., elle n’exploitait pas la ressource non renou-

velable :
T,
Sé == / gtdt,
0

ou §; est le flux d’extraction défini & la section 4 supra.
On notera que sur l'intervalle [0, 7)) le sentier de consommation est dé-
croissant et convexe :

ért == Brtb',‘?? 5 éet = —AeAngrtbrf et ét = [1 - ArAe_l]Brtbrf > O
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ért = BTtbgf s éet = —AeA;lBTtb?n?? et ét = [1 - ATAgl]BTtbgf > 0.

Le stock S2 est le stock qui serait nécessaire si sur l'intervalle de temps
[0, T}) la société n’exploitait que la ressource non renouvelable et ne 1'utilisait
plus ensuite :

T
2 _ m N —17—1 _—bet
SO—/ spdt, ot sy" = A.Bgb, e .
0

Décrivons maintenant comment varient les politiques optimales en fonc-
tion de Sp.

a- Cas Sy < S}

Si Sy < S} la politique optimale est la suivante. Initialement la société
utilise la totalité de la ressource renouvelable, le travail restant étant affecté
au secteur qui produit & partir de la ressource non renouvelable. Puisque
So < S§ il existe une date 8 < T, a laquelle la ressource non renouvelable est
épuisée. Ensuite la société n’utilise que la ressource renouvelable. La date 6
est la solution de I’équation :

t
/ gTdT == S(),
0

et lorsque Sy tend vers Sj la date 6 tend vers T,.
Le sentier de consommation correspondant & cette date politique est illus-
tré a la Figure 1 ci-dessous.

Vérifions que cette politique ne laisse ouverte aucune opportunité d’arbi-
trage.

1. [i.)]

2. Le bilan d’une réduction de 'usage de la ressource épuisable d’un mon-
tant ds a une date t + h,0 < t <t + h < T}, qui permet d’augmenter
son usage & la date t, s’établit en termes d’utilité actualisée, comme
suit :

[(1— A AT — e~ P=PIM B e Pt ds.

Puisque h < b < T, < h, le terme entre crochets est négatif et donc le
bilan aussi;
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3. Le bilan d’une réduction de 'usage de la ressource non renouvelable
d’un montant ds a une date t < 0, permettant d’augmenter son usage
a une date t + h,h > T, — t, s’établit en termes d’utilité actualisée,
comme suit :

[e=(P=be)h _1][1 — A, AZY|B,ePtds.

Puisque p > b., le premier terme entre crochets est négatif et le bilan
aussi;

4. Le bilan d’une réduction de 'usage de la ressource non renouvelable
d’un montant ds & une date ¢t < 6, qui permet d’augmenter son usage a
une date t+h, 0 —t < h < T, —t, s’établit en termes d’utilité actualisée,
comme suit :

[e_(”_be)h — 1] Beye ds.

Puisque p > b, ce bilan est négatif.
b- Cas S§ < Sy < S2

Dans ce cas la société doit n’utiliser initialement que la ressource non
renouvelable, ¢, = 1 jusqu’a une date ¢ < T, . Sur lintervalle [¢,7,) la
société utilise la totalité de la ressource renouvelable ¢,, = £,; et le travail
restant sert & exploiter la ressource non renouvelable qui est épuisée a l'issue
de cette phase. A partir de I'instant 7, la société n’utilise plus que la seule
ressource renouvelable. La date ¢ est la valeur de ¢ solution de I’équation :

t Tr
/ sitdr + / S.dr = Sy.
0 t

Lorsque Sy tend vers SZ, ¢ tend vers 7.
Le sentier de consommation correspondant a cette politique est illustré a
la Figure 2 ci-dessous.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que toutes les possibilités d’arbitrage
sont épuisées lorsque la société suit cette politique.

c- Cas S < Sy < SF°

La politique optimale consiste ici & n’utiliser que la ressource non renou-
velable jusqu’a ce qu’elle soit épuisée ce qui intervient & une date ¢t > T,.
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Ensuite la société utilise la ressource renouvelable. ¢ est la solution de I’équa-

tion : .
/ stdr = Sp.
0

Lorsque Sy tend vers la valeur critique S§*, t tend vers +o0.

C. Le délai h est inférieur au délai 7.

Lorsque h < T, les sentiers optimaux sont un peu plus complexes pour
certaines valeurs intermédiaires de Sy. Il convient de distinguer ici trois va-
leurs critiques du montant des réserves initiales qu’on note S, S§ et S3,0 <
Sy < Sp < Sz

Le stock S§ est celui qui permet d’exploiter la ressource non renouvelable
sur Pintervalle [0, h) en n’utilisant que le travail qui reste aprés exploitation
de la totalité de la ressource renouvelable :

h
Sg - / gtdt
0

Le seuil S} correspond au stock dont la société doit disposer si, sur I'in-
tervalle [0, T;. — h), elle affecte la totalité du travail & 'exploitation de la seule
ressource non renouvelable et si, sur 'intervalle [T, — h, T;) elle n’exploite la
ressource non renouvelable qu’avec le seul travail restant apres exploitation
de la totalité des disponibilités en ressource renouvelable :

Ti—h T,
S = / smdt + / 5,dt.
0 Tr—h

Enfin la valeur critique S? est celle qu'on a définie au paragraphe A supra.

a- Cas Sy < S, S8 < Sy < S2 et Sz < Sy < S

Ces trois cas sont ceux dans lesquels la politique optimale a la méme
structure que lorsque h > T}, selon le tableau de correspondance suivant.
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So < Sp & So < S§
Sg < Sy < S? & Sp < Sy < 52
S2 < Sy < Sy & S2 < Sy < Sy

Tableau 1 Correspondance entre types de sentiers optimaux
descas h > 1T, et h <T,

b- Cas S¢ < Sy < S}

La politique optimale comprend ici quatre phases. Au cours d’une pre-
miére phase [0,7), < T, — h, la société affecte la totalité du travail disponible
a l'exploitation de la ressource non renouvelable; au cours d’une seconde
phase [t,f + h) la société exploite la totalité de la ressource renouvelable,
le travail restant étant consacré a l'exploitation de la ressource non renou-
velable qui est alors épuisée; au cours de la troisiéme phase [t + h,T}) la
société n’exploite que la ressource renouvelable, exploitation qui ne mobilise
pas la totalité du travail disponible; au cours de la derniére phase [T, +00)
la totalité du travail est affectée a ’exploitation de la ressource renouvelable.

La date ¢ a laquelle on passe de la premiére & la seconde phase est la
solution de I’équation :

t t+h
/ sitdr + / s.dr = Sp.
0 t

Lorsque Sp tend vers S, % tend vers 0; lorsque Sy tend vers S§, 7 + h tend
vers 1.

Le type de sentier de consommation correspondant & cette politique est
illustré a la Figure 3 ci-dessous.
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5.2.2 Le taux d’escompte social est relativement faible : p < b,

A. Condition d’arbitrage sur l’intervalle [0, 7))

Puisque le taux d’escompte social est relativement faible la société aurait
tendance a vouloir attendre que la productivité de la ressource non renou-
velable soit suffisamment élevée pour étre capable de suivre un régime de
consommation stationnaire maximale ¢; = A.,t > 0, avant d’utiliser la res-
source non renouvelable.

Mais considérons une date t < T, & laquelle la société n’utiliserait que la
ressource renouvelable de sorte que ¢,y < £, < 1 et une date t + h,h > 0, &
laquelle la totalité du travail disponible est employée a exploiter la ressource
non renouvelable, et éventuellement la ressource renouvelable mais pas en
totalité : le sy 4+ lrppn =1 et by < !th. Soit ds une réduction de 1'utili-
sation de la ressource non renouvelable & la date ¢+ h permettant de produire
a partir de cette ressource a la date t.

La perte d’utilité actualisée due a la réduction de I'utilisation de la res-
source non renouvelable en ¢ 4 h, partiellement compensée par un recours
accru a la ressource renouvelable, s’éléve a :

—e_”(Hh)[l — A AT B yinds = —e 71 — ATAe_l]Bete_(”_be)hds.

Le gain d’utilité actualisée permis par 'utilisation de ressource ds a la date
t, qui n’implique pas qu’on réduise 1'utilisation de la ressource renouvelable,
s’éleve a :

e P B.ds

Le gain net est donc le suivant :
[1—(1—AA e PbM B, e rlds.

Ce bilan est positif si h < h ot h est la valeur de h qui annule le terme
entre crochets dans ’expression précédente :

h=—(be — p)log(1 — A, A7Y).

Distinguons selon que h est supérieur ou inférieur a 7,.

B. Le délai h est supérieur au délai 7

On doit définir ici trois niveaux critiques des réserves initiales que 1’on
note Sy, SG et Sy, Sy < Sy < S{’, qui bornent des intervalles a 'intérieur
desquels la politique optimale est d’un type particulier.

Le seuil S| est le stock dont devrait disposer la société si, n’ayant pas
utilisé la ressource non renouvelable jusqu’a l'instant 7). + ﬁ, elle peut a
partir de cette date affecter la totalité du travail disponible & I’exploitation
de cette seule ressource :
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+o00 R
Sy = / spdt = b LA Bte belTrth),
Ty+h

Le second seuil 5§ est le stock que la société doit initialement posséder
si sur l'intervalle [0, 7}) elle utilise la totalité de la ressource renouvelable et
affecte le reste du travail disponible a I’exploitation de la ressource non renou-
velable, sur I'intervalle [T}, h) elle affecte la totalité du travail a I'exploitation
de la seule ressource renouvelable et enfin au-dela de iL, a 'exploitation de la
seule ressource non renouvelable :

T 400 N
Sy = /0 5dt + /h st = Sy + b, A Bgte v,

ou S§ est le montant des réserves initiales défini au paragraphe 5.2.1, alinéa
B.

Enfin le seuil S’ est le stock que la société doit détenir pour suivre une
politique qui ne différe de la précédente que par la date, ici T,, a laquelle
commence la phase d’affectation de la totalité de 1'offre de travail a la seule
exploitation de la ressource non renouvelable :

Tr +o00
"= / 5yt + / sidt = Sy + b, A Bge T
0 e

a- Cas Sy < 5,

Dans ce cas il existe une date t > T, + h a partir de laquelle la société
peut suivre indéfiniment le sentier de consommation maximum ¢; = A, t > t.
Cette date t est la solution de I’équation :

bl ABle T = 5.

La politique optimale consiste & exploiter au maximum la seule ressource
renouvelable jusqu’a la date T, + iL, puis la seule ressource non renouvelable.
Lorsque Sy tend vers 0, tend vers +o00 et lorsque Sy tend vers Sj, ¢ tend
vers T, + h.
Le sentier de consommation optimal est illustré a la Figure 4 ci-dessous.
On remarquera que, puisque t — 1. > h, le bilan d’une substitution du
type de celle examinée au point A ci-dessus, serait négatif. On vérifie aisément
que le long d’un tel sentier, il n’y a aucune opportunité d’arbitrage a saisir.
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b- Cas S| < Sp < 5§

Dans ce cas il existe une date z,ﬁ <t<T + iL, telle que la société
doit, sur I'intervalle [t — h, T,), affecter a I’exploitation de la ressource non
renouvelable cette partie de la population active qui n’est pas occupée par
I’exploitation de la totalité de la ressource renouvelable et, & partir de la date
t, affecter en permanence la totalité de I'offre de travail a I’exploitation de la
seule ressource non renouvelable. La date t est la solution de 1’équation :

T +o0 T.
/ R gTdT +/ S:_nd’r = SO = / ) gq—dT + be—lAeBe—Ole—bet _ SO
t t t—h

—h

Lorsque Sy tend vers Sp, 1 tend vers T, + h et lorsque Sy tend vers 505t
tend vers h.
Le sentier optimal de consommation est illustré a la Figure 5 ci-dessous.

c- Cas S < Sy < SY

Dans ce cas il existe une date ¢, T}, < t < h, telle que sur Uintervalle [0, T.)
la société consacre cette partie de 'offre de travail qui reste disponible apres
exploitation de la totalité de la ressource renouvelable, & I'exploitation de la
ressource non renouvelable et affecte a partir de la date t la totalité de la
force de travail & l’exploitation de la seule ressource non renouvelable. La
date t est ici la solution de I’équation :

T +o00
/ 5.dT + / sTdr = Sy < b A Ble ™ = Sy — S¢.
0 t
Lorsque Sy tend vers S{,t tend vers h et lorsque Sy tend vers S, ¢ tend

vers 1.
Le sentier de consommation optimale est illustré a la Figure 6.

d- Cas S{' < Sp < ST
Il existe maintenant une date t, < T, telle que la société, sur 'intervalle
0, ), consacre cette part de l'offre de travail qui reste apres exploitation de
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la totalité de la ressource renouvelable, a ’exploitation de la ressource non
renouvelable et a partir de ¢, utilise tout le travail disponible pour exploiter
la seule ressource non renouvelable. La date t. est la solution de I’équation :

t —+o00 t
/ 5:dT + / STdT = So ~ / s.dr + b;lAeBgoleibet = Sg.
0 t 0

Lorsque Sy tend vers Sy, t. tend vers 7T, et lorsque Sy tend vers Si°, ¢,

tend vers 0.

C. Le délai h est inférieur au délai T,

Lorsque h < T, il convient de distinguer trois seuils critiques : S{; défini
comme en B ci-dessus et deux autres seuils que I'on note Sj et S7, Sy < Sy <
Sy

Le seuil 55 est le stock nécessaire pour que la main d’oeuvre qui n’est pas
mobilisée par I’exploitation de la totalité de la ressource renouvelable puisse
étre affectée a I’exploitation de la ressource non renouvelable sur I'intervalle
[T, —h,T,) et pour qu’au-dela de T, la totalité de la main d’oeuvre disponible
puisse étre affectée en permanence a cette exploitation :

Ty +o0
55:/ Agtdt+/ sydt.
T-—h r

Le seuil Sj correspond aux réserves que la société doit posséder pour que
la ressource non renouvelable soit exploitée sur I'intervalle [0, h) par la main
d’oeuvre en excédent de ce qui est requis pour exploiter la seule ressource
renouvelable et au-dela de h par la totalité de la main d’oeuvre :

ﬁ —+o00
Sy = / 5,dt + / syt
0 h

Les politiques optimales sont ici les mémes que dans le cas h > T, a
I’exception de celle illustrée a la Figure 6 qui ne peut apparaitre que si h>T,
et il existe un nouveau type de politique spécifique au cas h<T.

a- Cas Sy < S}, 5 < S < Si et S] < Sy < S

A ces trois intervalles de stocks initiaux correspondent trois des quatre
politiques qui sont déja apparues dans le cas h > T, selon le tableau de
correspondance suivant.
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So < S}, & So < S
Sh < Sy <SP & Sh < Sy < SV
Sy < Sp < SF & Sy’ < Sy < SF

Tableau 2 correspondance entre types de sentiers optimaux
descas h>T,. et h < T,

b- Cas S5 < Sy < S]

Il existe dans ce cas une date ¢, h < t < T, telle que la société peut, sur
l'intervalle [t — h,t), affecter a I'exploitation de la ressource non renouvelable
cette partie de la population active que n’est pas occupée a exploiter la
totalité de la ressource renouvelable et & partir de la date ¢ affecter la totalité
de l'offre de travail a I'exploitation de la seule ressource non renouvelable. La
date t est la solution de I’équation :

t +oo
/ Sydr + / stdr = Sp.
t—h t

Lorsque Sy tend vers Sg ,t tend vers T,. et lorsque Sy tend vers S, ¢ tend vers

h.
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6 Conclusion

L’étude a permis de préciser la nature des politiques optimales d’exploita-
tion d’une ressource non renouvelable et d’une ressource renouvelable dispo-
nible sous la forme d’un flux limité, lorsque les productivités de ces différentes
ressources augmentent au cours du temps selon une tendance exogene.

Dans le cas ou la productivité du travail est plus élevée dans le secteur
qui utilise la ressource renouvelable, la politique optimale est facile & déter-
miner.Il est évidemment optimal d’affecter la totalité de la main d’oeuvre
disponible & ce secteur si la ressource renouvelable est abondante. Si, au
contraire, cette ressource est initialement rare, il convient de mobiliser la res-
source épuisable. Selon le signe de la différence entre le taux de préférence
pour le présent et le taux de progrées technique dans le secteur qui emploie
la ressource épuisable, ’exploitation de la ressource non renouvelable peut
soit étre entreprise dés l'instant initial, soit retardée, son épuisement devant
intervenir au plus tard a la date ou le progrés technique dans le secteur
de la ressource renouvelable permet de surmonter la rareté initiale de cette
ressource.

Lorsque le secteur employant la ressource épuisable bénéficie initialement
de la productivité du travail la plus élevée, la politique optimale de mobilisa-
tion des ressources naturelles est beaucoup plus complexe, tout spécialement
dans le cas ot le flux renouvelable est initialement rare, situation la plus in-
téressante a étudier d’un point de vue économique. Cette politique optimale
va généralement dépendre du taux de I'impatience, du montant des réserves
initiales de ressource épuisable, du flux disponible de ressource renouvelable
ainsi que des trajectoires du progrées technique dans les deux secteurs.

La société doit en effet effectuer dans ce cas un double arbitrage inter-
temporel. Le premier porte sur le choix du type de ressource & consommer
en priorité. Le second arbitrage résulte des contraintes de mobilisation du
travail dans les deux secteurs de ’économie. Si 'affectation de la fraction de
la main d’oeuvre non mobilisée par le secteur utilisant la ressource épuisable,
au secteur utilisant la ressource renouvelable, n’entraine pas l'usage de la
totalité du flux disponible de cette ressource, la société peut avoir intérét a
épargner momentanément la ressource épuisable en consommant davantage
de l'autre ressource. L’usage futur de la partie épargnée de la ressource non
renouvelable permettra d’accroitre la consommation lorsque la contrainte de
disponibilité du flux de ressource sera saturée ultérieurement. Il est clair que
cette opportunité dépend crucialement du montant des réserves initiales de
ressource non renouvelable.

On montre ainsi que la combinaison des deux logiques d’arbitrage préala-
blement décrites peut entrainer, pour certains niveaux des réserves initiales,
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d’une part la possibilité d’une exploitation simultanée des deux ressources,
bien que leur cotits moyens en travail soient différents, et d’autre part, un
fractionnement, sur plusieurs périodes distinctes, de I’exploitation de la res-
source non renouvelable.

Plusieurs extensions de notre modéle semblent intéressantes. La plus évi-
dente consisterait & endogéneiser le progrés technique, permettant ainsi d’in-
troduire dans I'analyse la possibilité de stratégies de R&D spécifiquement
dédiées a I'amélioration de la productivité de chacune des ressources. On
trouvera dans Amigues, Long et Moreaux (2003) les premiers éléments d’ana-
lyse de cette question. Par ailleurs, si le choix de technologies de type Leontief
a l'avantage de mieux mettre en évidence les facteurs qui conditionnent les
politiques optimales de substitution entre les ressources, des hypotheses tech-
nologiques plus générales permettraient d’étendre 1’éventail des substitutions
possibles & la main d’oeuvre employée pour I’exploitation des ressources natu-
relles. Cette question a fait 'objet d’une premiére étude (Amigues, Moreaux,
Grimaud, 2004) dans le contexte d'un modele de progrés technique endogeéne
avec un seul secteur d’exploitation d’une ressource non renouvelable.
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Appendices

A.1 Les politiques optimales en I’absence de substitut
renouvelable

En ’absence de substitut renouvelable le probléme du planificateur est le
probléme (P.E.) suivant :

(P.E.) maxy,, >0 f0+oo AlePidt
Sy = —A B e, Sy donné | S, > 0,

t>0
Bet:beBeb tZO
1_€et20 etﬁetZO t20

Soit LE; le lagrangien du probléme :
LEt = Aefete_pt - )\tAeBe_tl + wt[l — get] + ’Yetﬁet.

Posons &; = wiAZ! et fi,, = pg At tenons compte du fait que Ay =
\ = cte et remplacons B_;' par sa valeur Bgole_bet. Les conditions de premier
ordre ont pour expression :

e’ = \Ble ™ + oy — [, (A.1.5)
Wy 20,1—€€t ZOet (Dt[l—éet] =0 (A16)
ﬂet Z O,Eet 2 0 et /jbetget =0 (Al?)

et la condition de transversalité est :

li = Al

Les conditions de premier ordre sont vérifiées par :

by=1, 0, =e " — )\Befole*b‘it et i, =0 ,sie > )\Befole*b‘it
le €[0,1],0, =0et fi,, =0 L sie P = \B e bt
b = 1,0, =0 et fi,, = ABg'e et — e , si e < AB e !

Remarquons maintenant que si A = B, le premier terme du membre
droit de la condition (A.1.5) s’écrit e, de sorte que :

_ —be
p > be = e Pt < bt , >0

p = be = e Pt = bt , >0
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_ —be
p < b, = e Pt > bt ,t>0

Considérons successivement les cas p > b, et b, > p.

Cas p > b,

Si p > b, la condition nécessaire pour qu’il existe un intervalle de temps
au cours duquel e > AB;' = e est que A\ < B,. A toute valeur de
A < B on peut associer la date £(\) solution de ’équation :

—pt __ —1_—bet
e =AB e ",

et on peut associer le stock de ressource 5’0()\) qui permet de suivre la poli-
tique £ = 1, i.e. ¢, = A., sur l'intervalle de temps [0,#())) :

A

So(A) = Sopn) (Ae)-

Il est clair que :

dE()/dA <0, lim £(X) = 0 et limi(X) = 0.

Il en résulte (cf sous-section 3.1) que :

dgo/d)\ < O, SO(BeO) =0et 1)\1%1 S’0<)\> — b;lAeBe—ol _ 6;1,

et donc, pour tout Sy < 5§, 'équation :

a une solution unique \*, valeur imputée de la ressource a 1’optimum.
On remarquera que \* vérifie la relation :

e Pt = )\*Be_ole_be{*
ou t* = t(\*), et donc :
)\* = Beoe_(p_be)f*‘

Si le niveau des réserves initiales Sy s’accroisserait d’'un montant d.S; la
société pourrait prolonger la durée de la période [0,¢*) pendant laquelle elle
consomme la quantité de bien de consommation ¢; = A., d’un intervalle de
temps additionnel dt* tel que :

Adl* ~ Byt dSy = dt*/dSy = A7'Bugebet,
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de sorte que 'accroissement d’utilité actualisé est, au premier ordre, égal a :
e P A (dE* /dSy)dSy = Bege P dSy = A*dS,.

Lorsque Sy > S, la société peut consommer en permanence ¢; = A.,t > 0,
et £z, = 1,1 > 0, ce qui ne peut étre la solution des conditions de premier ordre
que si A* = 0. En effet, si Sy > Si*, un accroissement dSy; > 0 du montant
des réserves initiales n’a aucune valeur : la totalité du travail disponible est
déja utilisée a tout instant et ’accroissement d.Sy n’est pas transformable en
bien de consommation.

Cas p < b,

Si p < b, la condition nécessaire pour qu’il existe un intervalle de temps
au cours duquel e > AB_jle ™% est que A > Beg. A toute valeur de A > By
on peut associer la date £(\) solution de I’équation :

—pt __ —1 _—bet
e =ABje

ainsi qu’un stock initial de ressource Sp(\) qui permet de suivre la politique
ley = 1 sur lintervalle de temps [t(\), +00) :

5'OO\) = §;(A),oo<A6>’
Il est clair que :

dt(N)/dA < O,/\lllgjo t(A) =0et AITIJIFI;OE()\) = 400,

et donc pour tout Sy < S§*, I’équation :
So(A) = S

a une solution unique \*, valeur marginale imputée de la ressource a I'opti-
mum.

On notera qu’en Sy = S{" stricto sensu la valeur imputée de la ressource
n’est pas définie. Pour toute valeur de X inférieure ou égale B, les conditions
de premier ordre (A.1.5)-(A.1.7) peuvent étre satisfaites, la valeur de p, dé-
pendant de la valeur choisie de A. En fait pour Sy = S§*, la valeur marginale
de la ressource n’est pas définie. Un accroissement d.Sy des réserves initiales
est sans effet sur la valeur optimisée de la fonction d’objectif puisque la tota-
lité du travail est déja employée a tout instant. Mais une réduction —d.Sy; < 0
de ces réserves initiales a pour effet une réduction d’'un montant —B.qdSy de
la valeur optimisée de la fonction d’objectif.

En tant que fonction de Sy, A* est une fonction décroissante sur in-
tervalle (0,S]"), en Sy = Si* elle fait un saut vers le bas de B a 0, et elle
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identiquement nulle sur U'intervalle (S, +00).

A.2 Les politiques optimales en présence d’un substi-
tut renouvelable moins cotiteux en travail : A, > A,

Le probléme du planificateur se pose ici comme un probléme d’utilisation
au mieux du stock initial de ressource non renouvelable sur I'intervalle [0, 7}
sachant que la ressource renouvelable est exploitée au maximum. Soit (P.R)
ce probléme :

(PR) maxye,, te0,7,]} fOTT [Aefet + Argrt]efptdt (A21)
Sy = —A.B;*., Sy donné S, >0, te[0,7)] (A.22)

Bey = beBey, By donné te[0,7,] (A.2.3)

bt — Lt >0 et by >0 tel0,T,] (A.24)

Notons LR; le lagrangien de ce probléme :
LRt = [Aeget + Argrt]eipt - )\tAeB;tlget + ,ut [Zet - éet] + fyetget-

Les conditions de premier ordre du probléme sont, en posant ji, = i, A;*
et 7., = 74 A- L, en tenant compte du fait que \; = A = cte, et en remplagant
B.; par sa valeur Bge’! :

efpt — )\Befolefbet + ,at o 75,5 (A25)
,&t 2 0, Zet - gt Z 0 et ﬂt [Eet — get] (A26)
f?et 2 07 get 2 0 et ﬁ/eteet =0 (A27)

et la condition de transversalité est :
limtTTT)\St =0 (A28)

Excepté le fait que la valeur maximale de /,; est ici .; et non par 1, et
I’horizon de planification est 7, et non pas 400, ’ensemble des conditions
(A.2.5)-(A.2.8) est semblable a I’ensemble des conditions (A.1.1)-(A.1.8) du
probléeme (P.E.) étudié a la section A.1 ci-dessus et appelle le méme type de
solution.

Les conditions de premier ordre (A.2.5.)-(A.2.7) sont vérifiées par :

bt = Loy, i, = e — ABle bt et 3, =0 | si e > \B e bt
b €[0,1],5, =0et 5, =0 , sie P = ABe bt
b = 0,01, =0 et 7, = ABgte? —e™ | sie P < ABle bt
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Partons de la remarque suivante :

A=DByg={p>=<b=e" < =>et >0}

et considérons successivement les cas p > b, et p < b,.

Cas p > b,

Si p > b. la condition nécessaire pour qu’il existe un intervalle de temps
au cours duquel e ” > AB_j'e %! est que A\ < B.. A toute valeur A < Beg
associons la date ¢()\) solution de 1’équation :

—pt __ —1 _—bet
e =AB e .

Il est clair que :
df()\)/d)\ <0et lim,\TBe()E()\) =0.

Convenons de noter A la valeur de A pour laquelle £(\) = 7.
A tout A € (A, Byl associons le stock Sp(A) qui permet de suivre la
politique leo; = ey, 1.6 ¢; = Aeley + Aplyy, sur Uintervalle de temps [0, £())) :

_ ey _
AMM:A 5pdt = So(n)-
On a:
dSo(N)/dX < 0,limy; ., So(X) = 0 et limy3So(N) = Sor,,
et donc, pour tout Sy < Spr,, I’équation :
So(A) = S

a une solution unique \*, valeur imputée de la ressource a 1’optimum.

Comme dans le cas Sy = S en l'absence de substitut renouvelable,
ici lorsque Sy = Spr,, la valeur imputée de la ressource n’est pas définie :
une légere réduction —dSy, < 0 du stock initial a pour effet une réduction
—AdSy de la valeur optimisée de la fonction d’objectif tandis qu'une légere
augmentation dSy > 0 de ce stock n’implique aucune variation de cette valeur
optimisée.

En tant que fonction de Sp, A* est une fonction décroissante sur l'inter-
valle [0, Sor,), en Sy = Sopr, elle fait un saut vers le bas de A a 0, et elle
identiquement nulle sur I'intervalle (Sor,, +00).

Cas p < b,
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Si p < b, la condition nécessaire pour qu’il existe un intervalle de temps
au cours duquel e ” > AB_j'e %! est que A\ > B,. A toute valeur A > Beg
associons la date £(\) solution de I’équation :

—pt __ —1 _—bet
e =ABje

Il est clair que :
dﬁ()\)/d)\ <0et l'l'm)\Lbeoﬂ)\) =0

Convenons de noter A la valeur de X pour laquelle LA =T.
A tout A € [Be, A) associons le stock de ressource Sp(A) permettant de

)
suivre la politique £.; = {.; sur 'intervalle de temps [t()),T,) :

T,

So(N) = / 5t = Sy
On a:
dSo(N)/d\ < 0,limy 5., S(A) = 0 et limyxSo(N) = Sor,.,
et donc, pour tout Sy < Sy r,, 'équation :
So(\) = So,

a une solution unique \*, valeur imputée de la ressource.

Ici encore lorsque Sy = Sor, la valeur imputée de la ressource n’est pas
définie. Une légeére réduction —dSy du stock initial implique une baisse de la
valeur optimisée de la fonction d’objectif d’un montant —B,.odSy, alors qu'un
léger accroissement n’a aucun effet.

En tant que fonction de Sy, A* est une fonction décroissante sur l'inter-
valle [0, Sor,), en Sy = Sor, elle fait un saut vers le bas de B,y 4 0; elle est
enfin identiquement nulle sur l'intervalle (Spr,, +00).

A.3 Les politiques optimales en présence d’un substi-
tut renouvelable plus coliteux en travail : A, > A,

La démonstration de I'existence de prix imputés pour lesquels les condi-
tions de premier ordre (2.7)-(2.14) sont satisfaites est ici un peu plus com-
plexe que dans les cas précédents. Il est exclu qu’on traite I’ensemble des cas
et sous-cas recensés a la section 5. On montre comment procéder dans un
cas exemplaire, le cas p < b, h > T, et Sy > Sp > S|, dont le sentier de
consommation optimal est illustré a la Figure 5.

On recense d’abord les formes particuliéres que prennent les conditions
de premier ordre au cours des quatre phases qui composent le sentier illustré
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a la Figure 5. On montre ensuite qu’il existe des trajectoires des variables
duales qui satisfont ces conditions.

A.3.1 Formes prises par les conditions de premier ordre au cours
des quatre phases de la politique optimale
Considérons les quatre phases successives [0, L—h), [t—h, T}.), [T}, 1) et [t, +00)
de la politique optimale.
a.) Sur l'intervalle [0,£ — h) on a ly = 0 et £,y =,y = A71B,7 € (0,1)
ce qui implique que :
Yoe =0 et w, =0, (A.3.1)

On déduit alors de (2.8) que :
v, = Byoel =Pt > 0. (A.3.2)

et de (2.7) que :
Yoo = MAB — Ace . (A.3.3)

Puisque d’apres (2.11), 7., > 0, on doit avoir :

~

Boelle™t < ) te[0,t—h).
et puisque b, — p > 0, il faut que :
Begebemnh) <\, (A.3.4)

b.) Sur Uintervalle [t — iL, T,),onaly =Lly =1Ll (0,1)et by =10y €
(0,1), ce qui implique :
/yet = /yrt = O (A35)

On en déduit alors de (2.7) que :
wy = Ae " — NAB (A.3.6)

et

d’ou, en portant cette valeur dans (2.8) et en tenant compte de (A.3.5) :
A= Baoel PR 1y (A, BYA B,) L telt—hT).  (A37)
c.) Sur lintervalle [T},t), on a fe; =0 et £, = 1, d’'ou :
Yot = 0, (A.3.8)
et la condition (2.8) s’écrit :

wy = Ae P — v, A B (A.3.9)
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Reportons cette valeur dans (2.7). On obtient :

A = BP0 4y (A B (AT  By) + 7 A B t € [T,1). (A.3.10)

d.) Sur lintervalle [t, +00), ¢y = 1 et £,, = 0, d’ou :
Yo = 0. (A.3.11)

et donc (2.7) s’écrit :
wy = A — NAB . (A.3.12)

Portons cette expression dans (2.8) on obtient :

A = Buoee 0 4y (A, BN (AT B,) — 4, A Bey, t € [t, +00). (A.3.13)

e

L’examen des conditions (A.3.4), (A.3.7),(A.3.10) et (A.3.13) suggere une
valeur optimale \* de A\ égale a :

A* = BpeltePt=h)

A.3.2 Existence de trajectoires des variables duales pour lesquelles
les conditions de premier ordre sont satisfaites

Montrons que, si A = A\, il existe des trajectoires des autres variables
duales pour lesquelles I’ensemble des conditions de premier ordre sont satis-
faites. Considérons les quatre phases successives de la politique optimale.

a.) Sur l'intervalle [0, — & la seule condition dont il faut s’assurer qu’elle
est satisfaite est la condition (A.3.4), qui l'est trivialement.

b.) Sur Iintervalle [t — h, T}), il faut vérifier que w, donné par (A.3.6) est
non négatif et montrer que v, vérifiant (A.3.7) est également non négatif.
Considérons d’abord (A.3.6) pour A = \* :

Wy = Aee*l)t _ )‘*AeB;tl — Aeeipt[l - e(befp)(iftfﬁ)L

et puisque b > p, t € [t—h, T,), alors w; > 0. Pour que (A.3.7) soit vérifice,il
faut que : A
V(A7 Bry) (A Byt ) Bege" M1 — et

et puisque t < T, < t, alors vy > 0.

c.) Sur lintervalle [T}, 1), il faut déterminer des valeurs non négatives de
vy et 7., pour lesquelles (A.3.10) est vérifiée si A = \*, et vy est non négatif.
Le fait que la ressource renouvelable ne soit plus rare a partir de 7T, suggere
de choisir v; = 0. Or considérons (A.3.10) pour A = A". On a :

A=A+ Vt(ATB;fl)(Ae_lBet) + /VetA_lBeta

e
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dou: v, =0ety, =0,etsiv, =0, alors d’apres (A.3.9) :
wiA,e Pt > 0.

d.) Sur lintervalle [t,4+00), il faut déterminer des valeurs non négatives
de v; et 7,, pour lesquelles (A.3.13) est vérifice si A = A" et il faut s’assurer
que v; donné par (A.3.12) pour A = \* est non négatif.

Pour la méme raison qu’au point précédent posons vy = 0.

Afin que (A.3.13) soit satisfaite, il faut que :

Y,y = AeB  Begelbe Pt git _ 1],

et puisque ¢t > t, alors v,, > 0.
Si A= \", on a d’aprés (A.3.12) :

Wy = Ae@_Pt _ )‘*AeBe_tl — Aee—pt[l _ @(be_/’)(i—il)],

et puisque t > t, alors w; > 0.
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Cas: p < bo,h>1T, el Sy < 5.
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Figure 5 - Sentier optimal de consommation en présence d’un substitut
renouvelable plus coliteux en travail, initialement rare.
Cas : p < be, h > T, et S§ > So > S;.
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Figure 6 - Sentier optimal de consommation en présence d’un substitut
renouvelable plus colteux en travail, initialement rare.
Cas: p <be,h>T, et S > 5 > 5.
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Figure 7 - Sentier optimal de consommation en présence d'un substitul
renouvelable plus coiteux en travail, initialement rare.
Cas: p < be, b >T. et S§ > Sa > S7.
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